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ΜΔΟΘΗΜΑΤΙΚΑ ΠΡΟΤΥΠΑ ΑΓΑΠΗΣ ΚΙ ΕΥΤΥΧΙΑΣ 


-- 





Απλό γραμμικό μοντέλο 


ο κ /άξαξκτγο] 

ο {) /«ξςξκ ται 

ο όπου 
Ε είναι η αγάπη του Ρωμαίου για την Ιουλιέτα 
1 είναι η αγάπη της Ιουλιέτας για τον Ρωμαίο 
(ή µίσος αν είναι αρνητικές οι τιµές τους) 
α.Ό.ςο. ἆ είναι σταθερές που καθορίζουν τα 
«ρομαντικά στυλ» 


Να λυθεί το σύστημα για τις παρακάτω τιµές των 
παραμέτρων 


20. 0-«0.ο-«0 
και να ερμηνευτεί το αντίστοιχο «ρομαντικό στυλ» 





Λύση 


Μετασχηματισμός του απλού γραμμικού συστήµατος σε 
γραμμική διαφορική εξίσωση µε σταθερούς συντελεστές. 
ἁδ/ά(-ακ ο (1) 

ἀἁ/άι-οεςκ τά (2) 


Παραγωγίζουµε την (1) και έχουµε 
ἁΕ/άί --α ἀξ/άι -- Ὁ ἁ]/άι (3) 
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Πολλαπλασιάζουµε την (1) µε ἆ και την (2) µε Ὁ και έχουµε 
ἆ ἀβ/άίΞ-εαά κ -- ρά1 

ο ἁ/άί(Ξεο κ -άρι 

τις αφαιρούμε κατά µέλη και παίρνουμε 

ἆ ἁξ/άί - Ὁ ἆ/άίΞ- (αά - «ϐ)ς -» 

Ὁ ἆ/άί Ξ- ἆ ἆβ/άί Ί- (οῦ -αά)ς (48) 


η (3) µε βάση την (4) γίνεται 
άΕ/άί --(α «- ἀάΕ/άί -- (οὓ -αά)Ε. -- 
ἁΕ/άί «χ ἀξ/ά:«ΥΚκ-θ ὁόπουκ--(α -- ἆ) και γ-- αά -- οὉ 


Λύση της διαφορικής εξίσωσης ΕΙΧΕ ΤΥΚΞΟ(5). 


Επειδή η συνάρτηση Ε(θΞςα" έχει την ιδιότητα ότι οι Ε’(8) και 
Ε᾽’’(9) είναι πολλαπλάσια της Ε(40) είναι εύλογο να αναζητήσουμε 
λύσεις τῆς µορφής ς-.. 

Αντικαθιστώντας στην (5) έχουµε 
(αχ οἳγ) Ἑ--0 και εφόσον ο παράγοντας α” δεν μηδενίζεται 
έχουµε ότι το χαρακτηριστικό πολυώνυµο ς΄-ἵ8 οἳΥ ισούται µε 0 


ο΄ηχ «ΤΥΞ0θ-» 


οι ο[-χ Εν(χ”-4γ)]/2 


περίπτωση 1 


Αν χ΄-4γ250 οι 61 και ϱ2 είναι πραγματικές και διακεκριμένες 
ρίζες. Οι συναρτήσεις Ει(9-- 6" και Ε.(9-- 6” είναι δύο 
γραμμικώς ανεξάρτητες λύσεις εφόσον η ορίζουσα Ἰλ/τοηςΚκί 
είναι διάφορη του μηδενός. 

ΚΟ. Αι) 
Κι (ϐ). . (ϐ 
Συνεπώς η γενική λύση είναι η 








Ν(Βι Κο(0- -(ο2-ει)ε αν ϱ 
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Ε(θ-κι ο ηο οοἳ 


περίπτωση 2 


Αν χ΄-4γ-0 οι ο Και ϱ2 είναι µιγαδικές ρίζες . Έστω ότι οι2-α -- 
βί µε 

α.β ε». Τότεη γενική λύση είναι η 

ε(θ- η ο ος μας ο ο 

Η µιγαδική αυτή λύση δίνει πραγματική λύση µε τη βοήθεια του 
τύπου του Επίοι (α/---συνθ--ἱ ηµθ). 


περίπτωση 3 


Αν χ΄-4γ--0.. έχουµε δηλαδή διπλή ρίζα. τότε ο|Ξ-ο2--ορ και 


προφανώς µία λύση είναιη έ «ό Τια να βρούμε µία δεύτερη 
γραμμικά ανεξάρτητη λύση . χρησιμοποιούμε τη μέθοδο του 
υποβιβασμού τάξης . Η γενική λύση είναι 


{ 
Ε(θ-(ς Που 6” 


Επιστροφή στο πρόβλημά µας. 


εισ”[-χ Ενα -4γ)]/2- ει -[(α--ἆ) -ΕΥ( (8-4); 40) 1/2 
Η διακρίνουσα είναι θετική διότι (α-ά)΄ 20 και 40ς 0 ,διότι Ὀ.ο 


οµόσημα. 
Εμπίπτει στην πρώτη περίπτωση και άρα έχουµε 


Κκ(θξκιέ Ἔ]κ2 κα και λόγω της (1) 


κ δη 
τθ-ρ {ει --ἀ)θ᾽ υπς -0)ο 
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Για να ερμηνεύσουμµε το «ρομαντικό στυλ» θα υποθέσουμε 
(τελείως εικονικά) ότι Κ(0):-2 (0152. αΞ2 ., ΌΞ-Ι .ο--Ι και ἆΞ2 
οιΞ2 : 02Ξ]1 

Κ(052 Κι Κ:2 

1(0)52 -» -Κι-2Κ22 συνεπώς ΚΙΞό και Κ---4 

Οι συναρτήσεις Κ.Ι/ γίνονται 


Ε(θ-6 ς-4σ' 
Ι(0--6 ο «θε 


Από την παρακάτω γραφική παράσταση (µε γαλάζιο η (κ και 
µε ροζ η 6/) φαίνεται ότι η αγάπη του Ρωμαίου δεν έχει 
ανταπόκριση .Παρόλα αυτά η αγάπη του αυξάνεται σε αντίθεση 
µε αυτή της Ιουλιέτας που συνεχώς μειώνεται. 





